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Die mathematischen Grundlagen der
Mercatorprojektion

Christa Binder, TU Wien

im Vortrag wurde kurz iiber den Stand der Mathemaitik im 16. Jahrhundert be-
richtet, h.mptsa(,hhch anf dem Gebiet der Trigonometrie (siche dazu Braunmihl,
Cantor). Nach einem Uberblick iiber Weltkarten und Globen bis zur Mitte des
16. Jahrhunderts folgte eine Schilderung von Leben und Werk von Cerbard Moer-
cator (1512-1594), seine Karten, Globen, und — im Mittelpunkt — die berihmte
Weltkarte (1569). Ia diesem A“ tikel werden stichwortortig die wichtigsten Sta-
tionen in Leben von Mercator dargesiellt, ctwas ausfilirlicher wird die mnathe-
matische Behandlung seiner Projektion gebracht. Sowchl der Vortrag als auch
diese Ausfithrung folgen cng einem von Ingrid Kretschmer und mir geschriebe-
nen Aufsatz, Les fondements de la projection chez Mercator, der demnachst in
cinem Festband znlaBlich des 400. Todesjahres von Gerhard Mercator in Lowen
crscheinen wird.

Cerhard Mercator wurde am 5. 3. 1512 in Flandern geboren. Ab 1530 studierte
er in Lowen ber Gemma Frisius (1308-1555), einem der fithrenden Mathcmatiker
seiner Zeit, Mathematik und Landesvermessung, und in Mecheln Kartenstecherei.
1536 entstand der heute in der Osterreichischen Nationalbibliothek befindliche Glo-
bus von Frisius, bei dem Mercator mitgearbeitet hat. Die erste grofe eigenstindige
Arbeit von Mercator war eine Palistinakarte, 1537, danach 1538 seine erste Welt-
karte (siche Abbildung). 1541 entstand ein Globus (Durchmesser 41,5 cm), auf
dem Loxodrome eingezeichnet sind. 1552 {ibersiedelte Mercator nach Duisburg,
1554 stach er cine Europakarte, die seinen Weltruhm festigte. 15¢4 fertigte er im
Auftrag des Herzogs von Lothringen eine Karte der britischen Inseln an, und 1569
srschien die Nova ¢t aucta orbis terrae descriptio ad usum navigantinm. Bis zu
wcinem Tod am 2. 12. 1594 war er mit der Erstellung eines Atlasses beschiitigt,

der 1595 erschien.

Anf der Weltkarte von 1569 tritt zum ersten Mal die Mercatorprojektion auf. Sie
ist winkeltreu und bildet daher die Kursgleichen (die Loxodromen) als Garade
1b, vine Eigenschatt die fiir die Schiffahrt unentbehrlich war. Das wesentlich nene
Prinzip war dabet, da die Breitengrade nach den Polen zuin dumavlbﬂn Verhaltnis

ergroBert wurden, wie die Parallelkreise in ihrem Verhiltnis cum Aquator zuneh-
qnen. Das Problem, wie Mercator seine vergraficrien Jreilen konstrniert hat (iman
nimint heute als fast sicher an, daf er die Koustruktion empirisch durchgetiihrt
hat), bzw. wie man sie berechnen kénnte, hat die Mathematiker der folgenden
Jahre stark beschiftigt. Thomas Harriot (1560-1621) hat cine Erklarung versucht,
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die aber weder bekannt, noch publiziert wurde. Erst Edward Wright (1561-1615)
fand in seinem Werk ”On certain errors in Navigation ... “ (15%) len Zusammen-
hang mit der Sekansfunktion, und damit die Grundlage zur genauen Konstruktion.
Wir geben hier scinen Gedankengang in moderner Schreibweise kurz wieder:

Bet der Projektion werden die Meridiane als parallele Linie, senkyeehit zuun Aqlmtor

dargestellt, d.h. jeder Breitengradbogen wird gestreckt und hat dann die gleiche
Longe wie der entsprechende Aquatorbogen. Den Streckungfaktor berechnen wir
durch:

Abb. Loxod.':om » Abb. Sekans

AABC und AMNP sind dhnliche Dreiecke (eigentlich keine Dreiecke, denn ADB
(cin Teil des Aquators), bzw. MN (der entsprechende Breitenkreisbogen) sind
Kreisbogen), denn die Winkel bei C, bzw. P sind gleich, und in beiden Dreiecken
gilt AC = BC, bsw. NP = MP. Da.her missen alle cntsprechenden Seiten (oder
Bogen) in gleichem Verhaltnis stehen, also gilt

MN NP NP

AB ~ BC NC’
denn BC = NC, der Radius der Kugel. Der Winkel bei IV ist als Gegenwinkel
gleich dem Winkel bei C. ANPC ist ein rechtwinkeliges Dreieck, also gilt

NP

NC
Die echte Lange des Bogens MN ist daher AB cos ¢. In der Projektion soll gelten:
M'N' = AB, also MN = M'N' cos ¢, oder

= cos ¢.

M'N' = MN = M Nsecé.

cos ¢

Der Streckungfaktor des Breitenkreisbogens ist also sec ¢, d.h er ist vom Breiten-
grad abhangig.

L
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Als nachsten Schritt zeigen wir, dal, wenn die Lingenkreise mit dem gleichen
Faktor gestreckt werden, eine winkeltreue Abbildung vorliegt. Das ist genau die
Eigenschatt, die wir brauchcn — die Loxodrome soll ja alle Meridiane unter glei-
chem Winkel schneiden. Dazu betrachten wir cinen beliebigen Punkt auf der
Kugel, seinen Lingen- und Breitengrad, sowie die zum Winkel a gehdrige Loxo-
drome durch ihn. Lokal, d.h. in einer kleinen Umgebung des Punktes sicht dies
50 aus:

A poh
A (A?. S.'nol) Se.c# D@‘,
Qsina L
Breile $ \ Qcosa (Azcosa)secd

Abb. Winkel

In der Abbildung haben wir rechts dieselbe Situation in der Projektion. Das Stiick
Az cosa wird um den Faktor sec ¢ gestreckt — wenn der Winkel erhalten bleiben
soll, mufl daher auch das Stiick Azsina um diesen Faktor gestreckt werden.

Jetzt fchlt noch die Berechnung der Linge eines Meridianbogens. Wir hatten schon
erwahnt, da der Streckungsfaktor vom Breitenkreis abhangt. Stellen wir uns
einen Bogen entlang einem Meridian zwischen dem Aquator und dem Breitenkreis
zu den Winkel ¢ vor. Beim Ausgangspunkt ist die Lange ungeindert, doch schon
cin kleines Stiickchen weiter, zum Beispiel 1° weiter, wird mit dem Faktor sec 1°
gestreckt, wieder ein Grad weiter mit dem Faktor sec 2°, usw. Angenahert kénnen
wir die Lange berechnen, wenn wir annchmen, dal entlang so kleinen Teilen dic
Streckung konstant bleibt, und wir diese kleinen Strecken aufsummieren. Je feiner
diese Einteilung wird, umso besser ist die Annaherung an die richtige Linge des
Bogens. Kurz gesagt (mit unseren Mitteln der Differential- und Integralrechnung
— fur Wright wescntlich schwicriger), die Breitenkreise miisscn zum Aquator den

Abstand s
D(cb)::/ sec zdz
0

haben. Wright hat darauflun Tabellen fir diese Funktion berechnet; mit dem
Abstand 1°.

Nun fehlt noch der Schritt, dicses Integral allgemein zu berechnen. Dies gelang
erst Henry Bond (1600-1617), der 1645 starke Ahnlichkeiten zwischen Wrights
Tafeln, und den 1640 von John Napier veroffentlichten Logarithmentafcln fir die
Tangensfunktion entdeckte. Er vermutete, daBl gilt

D(¢) = lnltan(g + ;})1.

Diese vieldiskutierte Vermutung wurde dann 1668 von James Gregory bewiesen.




20

Bevor wir dies beweisen, stellen wir das Integral noch in anderer Form dar, und
zwar (wir lassen manchmal die Integrationsgrenzenweg):

¢
/ sec rdz = In(secd + tan @).
0

Dieses Integral 148t sich leichter berechnen durch

b
/ seczdr =
0
__/ dz /‘ cos zdz _/ coszdr / coszdx _
) cosz cos2x ) 1—sinfz J (1 —=sinz)(1+sinz)

Bis jetzt haben wir nur elementare Umformungen durchgefiihrt, jetzt kommt eine
einfache Partialbruchzerlegung;:

1 1 1
(1 —sinz)(1 +sinz) 2(1 —sinz) + 2(1 + sinz)

cos zdzx 1 cos zdz 1 ) .
/ 1-sinz + -2-/ 1+sinz 5["'111(1 —sinz) +1In(l +sinz)] + C =

1, 1+sinz 1 l1+sinz1l+sinz
- ln ———— = — =
an—sinz+ 2ln(1—sinz1+sin:c)+c

1+ sinz)? 1. (1+sinz)? [ inz)?
-——-—l-ln( +sin;:) +C=—ln( + sinx) +C=1In (1 +sinz) +C=
2 1l-sin'z 2 cos? z cos? z

+C =lIn|secz + tanz|+C

wie behauptet.

Um die Form von Gregory zu erhalten, kénnen wir entweder diese Darstellung
umformen, oder das Integral direkt berechnen. Dies ist etwas trickreicher, und
beniitzt die trigonometrischen Beziehungen

cosz = sin (12". - :c) und

sin (3 - 2) =20in (5 (5 - 2) ) eos (5 (5-2))-

Diese Rechnung fiihren wir hier nicht mehr durch.
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